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Capitolul 1
PATRULATERE

1.1. Patrulaterul convex

DEFINITIA 1. Poligonul cu patru laturi se numeste patrulater.

DEFINITIA 2. Un patrulater se numeste convex daca. pentru oricare doud puncte din
interiorul sau, segmentul ce le uneste este inclus in interiorul patrulaterutul (sau
oricare dreapta suport a laturilor sale nu sectioneaza interiorul patrulaterului). In caz
contrar, patrulaterul se numeste convex.
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Fig. 1. Patrulater convex Fig. 2. Patrulater concay

TEOREMA. Suma misurilor unghiurilor unui patrulater convex este de 360°.
DEFINITIA 3. Elementele unui patrulater convex sunt varfurile, laturile, unghiurile
si diagonalele ((4C) si (BD) in figura 1).

Varfurile, laturile, unghiurile pot fi consecutive sau opuse.

DEFINITIA 4. Diagonala este segmentul determinat (in patrulater) de varfurile a doua
unghiuri opuse.

Observatii. 1. Un patrulater convex il putem considera constituit din doud triunghiuri
care au interioarele disjuncte si o laturd comuna (o diagonald a patrulaterului).

2. Aria unui patrulater convex este suma ariilor a doua triunghiuri care il compun.

Probleme rezolvate

1. Determinati misurile unghiurilor unui patrulater convex. stiind cd sunt invers
proportionale cu 2, 3, 4, 6.

Solutie. 2_B_C_D_A_B_C_D_360° 0 4 1aa0 B =96,
CTTTTTTTI T 6 4 3 2 18
2 3 4 6
C=72°,D=48°.

2. Determinati masurile unghiurilor unui patrulater convex, daca primele trei sunt date
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de numere pare consecutive, iar a patra este media aritmetica a primelor trei.
Solutie. Notam primele trei masuri cu 2n~2,2n,2n+ 2, n e N, n> 2, {ar a patra

masura este 2n. Din 87 = 360 rezultd n = 45. Masurile sunt de 88°, 90°, 92°, 90°.

3. Fie patrulaterul ABCD, cu AB = BC, CD = DA. Demonstrati ci:
a) [BD este bisectoarea unghiului ABC;

b) €4 = £C: g

c)AC 1 BD. i

Solutie. a) AB = BC, AD = CD — «BAC = «BCA, B E D
«DCA = «DAC (figura 3) = BD mediatoarea lui [4C] =
= «CBD = «4BD, €4 = «BAC + «DAC = «BCA4 + Y
+«DCA=+«C,AC 1 BD. Fig. 3

Probleme propuse

%

1. Fie patrulaterul convex ABCD. Masurile unghiurilor triunghiului 4BD, in ordinea 4,
B, D, sunt direct proportionale cu numerele 6, 4, 2. iar masurile unghiurilor triun-

D . ‘ . . I 1 1 :
ghiului BCD sunt invers proportionale, in ordinea B, C, D, cu 33 Aflati

masurile unghiurilor patrulaterului.
2. Cate patrulatere convexe se pot forma cu cinci puncte distincte?

3. Care este numarul minim (maxim) de:
a) unghiuri ascutite ale unui patrulater convex;
b) unghiuri obtuze ale unui patrulater convex.

4. Determinati masurile unghiurilor unui patrulater convex, stiind ca acestea sunt
direct proportionale cu:
a)2,4,6,8,; b)3.5, 6, 4.

5. Determinati masurile unghiurilor unui patrulater convex, stiind ¢ acestea sunt
invers proportionale cu:
a)3,4,6,12; b)2,4,6,8.

6. Suma masurilor a trei unghiuri ale unui patrulater convex este 240°. Determinati
mdsurile unghiurilor daca trei dintre acestea sunt congruente.

7. Suma masurilor a doua unghiuri ale unui patrulater convex este 168°, iar trei
unghiuri sunt congruente. Aflati masurile unghiurilor.



8. Fie ABCD un patrulater convex cu 4B N CD = {O}.
a) Completati tabelul:

[2BAD | <ABC| <BCD | «CDA | «DAC| «BAC|«BCA|4CD|«BDC|«BDA | «AOB
i | 120° 95° 75° 50° 20° | 40°
1i) 105° | 75° 60° 30° 90°
i) 90° | 30° | 30° | 30° 120°

b) In cazul i), demonstrati ca exista in figura doud triunghiuri isoscele.

¢) In cazul i1), demonstrati ca: I. 04 = OB 11. OC = OD; I11. AD =2 - 40;
IV.BC=2-BO,V.AB| CD; VI. AC = BD.

d) In cazul iii), demonstrati ca: 1. 04 = OB: 1l. OC = OD; lIl. AC = BD;
IV.AC=3-04,V.AB| CD; V1. AD = BC.

*k

9. Demonstrati cd, in orice patrulater convex. suma lungimilor a trei laturi este mai
mare decat lungimea celei de-a patra laturi,

10. Intr-un patrulater convex ABCD avem AC M BD = {0}, O4 = OB, OC = OD.
Demonstrati cd:
a)AB || CD; b) 4D = BC.

11. intr-un patrulater convex ABCD avem 04 = 0C, OB= 0D, unde AC N BD = {O}.
Demonstrati ca:
a)AB || CD, AD || BC; by AB=CD, AD = BC.

12. Puteti impérti un patrulater oarecare in trei ,regiuni” folosind o singura dreaptd?

13. Determinati masura unui unghi al unui patrulater convex, daca masurile unghiu-
rilor sunt direct proportionale cu numerele 27 — 4, 217 — 2, 25, 21 + 6, unde n > 2.

%k
14. In patrulaterul ABCD se stie cd m(<4) = 507, m(«B) = 40°, m(«C) = 30°.
Determinati m(«4DC) si unghiul facut de dreptele A8 si DC.

15. Fie patrulaterul convex ABCD cu perimetrul de 39 cm. Se stie cd Pypc = 23 cm,
Picp =34 cm. Determinati lungimea diagonalei AC.

16. Fie patrulaterul convex ABCD. Stiind ca Pypp = P.icp i Ppep = Page, demonstrati
ca AC=BD, AB=DC, AD=BC.

17. in patrulaterul convex ABCD se stie ca AB = BC, AD = CD, m(xABD) = 30°,
m(«DAC) =45°.
a) Determinati masurile unghiurilor patrulaterului.
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b) Fie AC n BD = {O}. Determinati m(+40RB).

[
¢) Demonstrati ca OD = 04 = OC = EAB.

18. Fie ABCD patrulater convex, iar M si N mijloacele diagonalelor (AC) si (BD).
Demonstrati cd AB + BC + CD + DA > 4MN.

19. Fie ABCD patrulater convex. Demonstrati c¢i:
2 (AC° + BD*) <(AC + BDY(AB + BC + CD + DA).

20. Demonstrati ca suma masurilor unghiurilor unui poligon convex cu #» laturi este
S, =180° (n—2) (unde n € N, n > 3).

21. Suma mdsurilor unghiurilor exterioare ale unui poligon convex formate prin
prelungirea laturilor in acelasi sens este de 360°.

22. Demonstrati ¢a intr-un patrulater convex, bisectoarele a doua unghiuri consecutive
formeaza intre ele un unghi avand masura egald cu semisuma masurilor celorlalte
doua unghiuri.

23. Demonstrati c¢a intr-un patrulater convex, bisectoarele a doui unghiuri opuse
formeaza intre ele un unghi suplementar cu semidiferenta celorlalte doua unghiuri.

24. Fie M un punct interior patrulaterului convex ABCD. Demonstrati ca:
AM+ MD < AB + BC + CD.

25.Fie Mun punct interior patrulaterului convex 4BCD. Demonstrati ca:
AB+ BC+ CD + DA < 2(AM + MB + MC + MD) < 3(A4B + BC + CD + DA).

26. Fie patrulaterul convex ABCD cu 4 = C. Bisectoarea unghiului B intersecteazi

. . . , B
DCsiAD In E si F. Demonstrati ¢d m(«DEF) = 180° — 4 — 3

27. Fie patrulaterul convex ABCD cu (AD ~ (BC = {M}, iar (4B M (DC = {N}.
Demonstrati ca m(«BMA) — m(«AND) = m(«4DC) — m(«4BC). (Figura MCDNARB se
numeste patrulater complet.)

28. Demonstrati ca, daca unul din unghiurile unui patrulater convex are masura egala
cu media aritmetica a masurilor celorlalte trei unghiuri, atunci acest un ghi este drept.

29. Demonstrati ca, daca un unghi al unui poligon convex cu # laturi are masura egala



cu

RIS din suma masurilor celorlalte unghiuri, atunci acest unghi este drept.
o

30. Demonstrati ca in patrulaterul convex ABCD avem:
a)AC+ BD > AB+ CD,; b)2 - (4C+BD)>AB+ BC+ CD + DA.

31. Demonstrati cd intr-un patrulater convex ABCD cu M si N mijloacele laturilor (48)
si (CD) avem 2MN < AD + BC.

32. Fie patrulaterul convex ABCD cu A > 90°, C > 90°. Aritati cd AC < BD.

33. Daca in patrulaterul convex ABCD avem AB + BD < AC + CD, atunci AB < AC.
34. In patrulaterul convex ABCD avem AC = 4D. Demonstrati ca BC < BD.

35. Fie 2p perimetrul patrulaterului convex 4BCD. Demonstrati ¢a p < AC + BD < 2p.

36. Demonstrati ca in orice poligon convex nu putem avea mai mult de trei unghiuri
ascutite.

1.2. Paralelogramul

DEFINITIE. Paralelogramul este patrulaterul convex cu D C
laturile opuse paralele doud cate doua. 0
TEOREMA 1. Intr-un paralelogram sunt adevirate
afirmatiile: A B

1) laturile opuse sunt congruente doui cate doui; Fig 4

2) oricare doud unghiuri opuse sunt congruente;
3) oricare doua unghiuri aldturate sunt suplementare;
4) diagonalele se taie in segmente congruente (se ,.injumatitesc™).

TEOREMA 2. Un patrulater convex ABCD este paralelogram daca indeplineste una
dintre conditiile:

(1) AB=CD; AD = BC (laturile opuse sunt congruente);

(2) €4 = «C, £B = «D (oricare doua unghiuri opuse sunt congruente);

(3) oricare doua unghiuri alaturate sunt suplementare:

(4) diagonalele se injumatatesc;

(5) AB || CD, AD || BC (definitie);

(6) are doua laturi opuse paralele si congruente.

Observatii. 1. Inaltimea unui paralelogram este distanta D "lf C
dintre doua laturi opuse (in figura 5, (MN) si (EF)). F

2. Punctul O de intersectie a diagonalelor unui £
paralelogram este centrul sdu de greutate. A N B

3. Perimetrul este Pgcp = 2(AB + BC).
9



Probleme rezolvate

1. Demonstrati ca orice dreaptd dusd prin punctul de intersectiec a diagonalelor este

impartita de acest punct si de doud laturi opuse in ,,parti” egale. D P &
Solutie. Tuand figura 6, trebuie demonstrat ca AN = CP
(< BN = DP), OP = ON. Avem A4ON = ACOP (A0 = 0
= CO, £AON = «COP, +NAO = «PCO) si deci OP = ON, 4 N B
AN = PC.
Fig. 6

2. Fie paralelogramul MNPR inscris in paralelogramul 4BCD (véarfurile unuia se afld

céte unul pe o laturd a celuilalt, figura 7). Demonstrati ci cele doud paralelograme au

acelasi centru de greutate. A M B
Solutie. Fie O mijlocul diagonalelor (MP) si (NR). M

Avem AAMR = ACPN (MR = PN, «AMR = «CPN, «ARM = W N

= +£CNP, avand laturile paralele). Avem deci AM = CP. D r C

Avem AAOM = ACOP (AM = CP, OM = OP, «+AMO = Fig. 7

= «CPO) si deci O4 = OC. Analog se arata ca OB = OD si '

deci ABCD este paralelogram.

3. Fie N si P mijloacele laturilor (4B) si (CD) ale paralelogramului ABCD. Fie BD M
NAP={E}, CN~ BD = {F}. Demonstrati cd DE = Ef'= BF.

D P C

Solutie. Fie AC n BD = {O} (figura 8). Cum (4P) si
(DO) sunt mediane (ce se taie in £) ale triunghiului DAC, 7
atunci E este centrul de greutate si deci DE =§DO= 4 N B

Fig. &
BD . .

= g-lBD =@. Analog avem BF = — si obtinem EF = @

32 3 3 3

Probleme propuse
*

1. Determinati masurile unghiurilor paralelogramului ABCD daca:

a) A =2B, b) C+2D=315% c) %B —A4=60°.

2. Fie ABCD paralelogram cu AC n BD = {O}. Daca:
a)AD =12 ¢cm, AC= 16 ¢m, Ppoc =26 cm, aflati BD;
b) PAB() = PAD() =24 cm, 04+ OB=14 cm, aﬂati PABCD-

3. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
a) exista paralelograme cu toate unghiurile drepte;
b) exista paralelograme cu toate laturile congruente;
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c) existd paralelograme cu diagonalele perpendiculare;
d) exista paralelograme cu diagonalele congruente. yavi // //

4. Cate paralelograme sunt in figura 97
Fig. 9

5. Calculati perimetrul paralelogramului A8CD, stiind ca AD = 5 ¢cm, BD L AD,
m(«BCD) = 60°.

6. Fie paralelogramele ABCD si CDFE avand centrele N, respectiv P. Calculati
lungimea segmentului (4F), dacd NP =5 cm.

7. Fie triunghiul ABC echilateral si punctul £ = (4C), iar triunghiul ADE echilateral in
exteriorul lui ABC. Fie DE n BC = {F}. Demonstrati cd patrulaterul 4BFD este
paralelogram.

8. Fie punctele £ € (4B), F € (CD), astfel incat 4E = CF, AF m DE = {M}, CE " BF =
= {N}. Stiind ca ABCD este paralelogram, demonstrati ca patrulaterele AECF, MENF,
DFBE sunt paralelograme.

9. Fie triunghiul ABC isoscel (48 = AC) si D = sim¢ 4, E = simpe 4. Demonstrati ¢
BCDE este paralelogram.

10. Fie paralelogramele ABCD si ABFE. Demonstrati ca CDEF este paralelogram.

11. Fie paralelogramul ABCD, cu AB = 2BC, m(¢4) = 2m(«D). Calculati m(«ACD).
%%

12. Fie paralelogramul 4ABCD si punctele M € (AB), P € (CD), N € [BC]si R ¢ [4D)],
astfel incat AM = CP, BN = DR. Demonstrati ca dreptele AC, MP si NR sunt concurente.

13. Fie paralelogramul ABCD si BM L AC, DN 1 AC, M, N € (4C). Demonstrati ci
mijlocul lui MN se afld pe (BD).

14. Bisectoarele unghiurilor 4 si C ale paralelogramului ABCD intersecteaza BD in E
si F. Demonstrati cd AECF este paralelogram.

15. Fie M mijlocul laturii BC 1n paralelogramul ABCD. Fie AC n BD = {O}, AM N
N CD = {E}. Demonstrati ca DE =4 - OM.

16. Demonstrati ca patrulaterul convex in care doud laturi sunt paralele, iar una dintre
diagonale trece prin mijlocul celelalte este paralelogram.

17. Paralelogramele ABCD, CDEF, BCFG au interioarele disjuncte. Demonstrati ca
AAEG = AFBD.

11



18. Fie paralelogramul ABCD si DE L AB, DF 1. BC, BG | CD,BH 1. DA, E < (4B),
Fe(BO), Ge(CD),He (AD), BGDF={N}, DE~ BH=1{P}. Demonstrati ci:
a) patrulaterul £/ GH este paralelogram;
b) dreptele EG, FH. NP si AC sunt concurente.

19. Tn exteriorul paralelogramului ABCD se construiesc triunghiurile echilaterale BCE
st CDF. Demonstrati ca triunghiul AEF este echilateral.

20. In exteriorul paralelogramului ABCD se construiesc triunghiurile echilaterale
ABM, BCN, CDP si ADR. Demonstrati cd MNPR este paralelogram.
deded

21. Fie M mijlocul ipotenuzei (BC) in triunghiul ABC, D € (BC), N mijlocul lui (4D),
iar £ = simp M. Dreapta DE taie AC si AB in punctele P si R. Demonstrati ¢ PE = RE.

22. Fie / mijlocul Tnaltimii (45} in triunghiul 4BC. Dreptele BI si C/ intilnesc AC si
AB In M, respectiv N. Paralelele duse prin # la laturile AC si AB taie BM s1 CN in P si
R. Demonstrati ca MNPR este paralelogram.

23. Fie ABCD paralelogram. Prin £ € (4D) se duce EF|| AB, F € (BQC), iar AF ™ BD =
= {G}. Prelungim GF cu FFH = AG 51 GD cu DI = BG. Se construieste paralelogramul
IGHK. Demonstrati ca GK || BC st GK = AE + BC.

24. Fie punctul £ pe inaltimea (4D) a triunghiului dreptunghic ABC. Perpendiculara in
F pe FC taie latura AB In £, iar paralela prin 4 la FE taie BC in H. Demonstrati c¢a
AEFH este paralelogram.

25. Fie triunghiul 4BC dreptunghic in 4, AD 1. BC, D € BC, H € AD. Fie HP 1 HC,
P e AB, AM || PH, M € BC. Demonstrati ca:
ay MH 1L AC; b) «BAM = +4ACH, ¢) AMHP este paralelogram.

26. Fie ABCD paralelogram, AC > BD, BN 1. AC, N € AC, m(xACD) = 50°, m(«ABN) =
= 40°, iar raportorul unghiurilor ascutite ale lui BNC este egal cu 5 Fie BN n" AD =

= { P}, iar [BM bisectoarea lui «BPD, M € BC.
a) Determinati masurile unghiurilor paralelogramului.
b) Demonstrati ¢a triunghiul BMP este echilateral.

27. Fie D e (BC) in triunghiul ABC. Paralelele nrin D la AB si AC intersecteaza
paralela prin 4 la BCin £ s1 F. Demonstrati ca AD, BE. CF sunt concurente.

28. Fie paralelogramul ABCD, E, F' € (BD), astfel incat BE = EF' = FD, BC N AE =
=N} CD N AF = {P}, AB " CE = {R}, AD n CF = {M}. Demonstrati cd dreptele
AC, EF, MN, PR sunt concurente.
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